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QUEL-­‐EST	
  LE	
  SUJET	
  DE	
  CE	
  COURS	
  ?	
  

Fracture	
  =	
  mode	
  de	
  rupture	
  localisée	
  d’un	
  solide	
  contraint	
  	
  

•  Où	
  ?	
  
•  Quand	
  ?	
  
•  Comment	
  ?	
  

G.	
  GALILEI,	
  Discorsi[...]	
  intorno	
  a	
  due	
  nuove	
  Scienze	
  (1638)	
  

Scienzia	
  nuova	
  prima,	
  intorno	
  alla	
  resistenza	
  de	
  i	
  corpi	
  solidi	
  
all'essere	
  spezza9.	
  

•  L’INGÉNIEUR	
  
→  know	
  how,	
  critères	
  opéra@onnels	
  
(charge	
  maximale,	
  marge	
  de	
  sécurité,	
  …)	
  
	
  
	
  
•  LE	
  MÉCANICIEN	
  
→  théorie,	
  ou@ls	
  mathéma@ques	
  

	
  
•  LE	
  PHYSICIEN	
  
→  systèmes	
  modèles,	
  lois	
  d’échelles	
  
→  problèmes	
  analogues	
  	
  
(instabilités,	
  systèmes	
  à	
  fron@ère	
  libre,	
  	
  
nucléa@on	
  croissance,	
  …)	
  

Trois	
  approches	
  complémentaires…	
  

«	
  Je	
  plie,	
  et	
  ne	
  romps	
  pas	
  […]	
  »,	
  JEAN	
  DE	
  LA	
  FONTAINE,	
  Le	
  chêne	
  et	
  le	
  roseau	
  



Paradoxe	
  #1	
  



Hyp.	
  :	
  décohésion	
  lorsque	
  la	
  contrainte	
  σ >	
  σmax	
  (i.e.	
  la	
  déforma9on	
  ε >	
  εmax)	
  	
  	
  	
  

RÉSISTANCE	
  «	
  THÉORIQUE	
  »	
  D’UN	
  SOLIDE	
  ATOMIQUE	
  

εmax	
  =δhmax/h	
  =	
  	
  zmax/z0-­‐1≈	
  20	
  %	
  

σmax	
  =	
  E	
  εmax	
  ≈	
  E/5	
  

≈	
  U0/a3	
  !	
  

→  pour	
  les	
  solides	
  atomiques,	
  	
  
	
  ceqe	
  es@ma@on	
  est	
  trop	
  élevée	
  de	
  plusieurs	
  ordres	
  de	
  grandeur	
  !	
  

–	
  poten@el	
  d’interac@on/aire	
  entre	
  ½	
  espaces	
  
–	
  contrainte	
  interne	
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[M.	
  Marder	
  &	
  J.	
  Fineberg]	
  	
  



Paradoxe	
  #2	
  



H	
  

Epot	
  =	
  ½ρg	
  H4	
  

Esurf	
  =	
  6	
  ΓH2	
  

g	
  →	



BILAN	
  ÉNERGÉTIQUE	
  VOLUME/SURFACE	
  

Epot	
  =	
  8	
  ×	
  ½ρg(H/2)4	
  	
  	
  
Esurf	
  =	
  8×	
  6Γ (H/2)2	
  

→	
  l’émieqement	
  semble	
  énergé@quement	
  favorable	
  tant	
  que	
  |∆Epot|	
  >	
  6Γ H2	
  	
  	
  

ρ ≈	
  104	
  kg/m3	



Γ ≈	
  1eV/(10Å2)	
  =	
  1	
  J/m2	
  ⇒Hmax = 24 Γ
ρg Hmax	
  ≈	
  1	
  cm	
  !	
  

∆Epot	
  =	
  –	
  ¼ρg	
  H4	
  

∆Esurf	
   =	
  6	
  ΓH2	
  	
  	
  

[M.	
  Marder	
  &	
  J.	
  Fineberg]	
  	
  



•	
  La	
  rupture	
  n’a	
  aucune	
  raison	
  de	
  se	
  faire	
  de	
  façon	
  cohérente	
  sur	
  
toute	
  la	
  surface	
  macroscopique	
  

•	
  Les	
  solides	
  sont	
  rarement	
  sans	
  «	
  défauts	
  »	
  
→	
  disloca@ons,	
  lacunes,	
  …	
  dans	
  les	
  cristaux	
  
→	
  fluctua@ons	
  de	
  structure	
  gelée	
  dans	
  les	
  amorphes	
  

OUI	
  MAIS…	
  

→	
  on	
  a	
  affaire	
  à	
  un	
  problème	
  de	
  NUCLÉATION/CROISSANCE…	
  



INTENSIFICATION	
  DES	
  CONTRAINTES	
  AUX	
  EXTRÉMITÉS	
  D’UN	
  TROU	
  ELLIPTIQUE	
  	
  
[INGLIS,	
  1913]	
  

plaque	
  mince	
  élas@que	
  

σ∞	
  

L	
  
σmax	
  b	
  ≈	
  σ∞	
  (a+b)	
  
	
  
σmax	
  ≈	
  	
  σ∞	
  (1+a/b)	
  

→ la	
  surface	
  du	
  trou	
  n’est	
  soumise	
  à	
  aucune	
  contrainte	
  

→  le	
  champ	
  de	
  contrainte	
  est	
  perturbé	
  sur	
  ≈	
  b	
  (Saint-­‐Venant)	
  

→  équilibre	
  des	
  forces	
  :	
  

rayon	
  de	
  courbure	
  en	
  pointe	
  ρ	
  =	
  b2/a	
  	
   σmax ≈ σ∞ 1+ a
ρ

%

&
'

(

)
*

facteur(d'intensification
des(contraintes

 

2a	
  
2b	
  

trou	
  
ellip@que	
  

σmax	
  

b	
  

ex	
  :	
  a	
  ≈	
  µm	
  
ρ	
  ≈	
  	
  Å	
  
σmax/σ∞	
  ≈	
  100	
  	
  

→	
  on	
  peut	
  aqeindre	
  localement	
  la	
  contrainte	
  théorique	
  
→	
  le	
  facteur	
  d’intensifica@on	
  ne	
  dépend	
  pas	
  de	
  la	
  taille	
  du	
  défaut,	
  juste	
  de	
  son	
  ellip@cité	
  
→	
  le	
  calcul	
  exact	
  ne	
  diffère	
  que	
  d’un	
  facteur	
  2	
  (2a)	
  



NB.	
  c’est	
  un	
  effet	
  de	
  pointe,	
  bien	
  connu	
  en	
  électrosta@que	
  

ρ

–	
  	
  	
  	
  	
  –	
  	
  	
  	
  –	
  	
  	
  	
  	
  	
  –	
  

++	
  ++	
  

tremblt	
  de	
  terre	
  



APPROCHE	
  ÉNERGÉTIQUE	
  [GRIFFITH,	
  1921]	
  

a	
  

σ∞	
  

d(∆F)/da	
  <	
  0	
  ⇒	



«	
  taux	
  de	
  res@tu@on	
  de	
  l’énergie	
  »	
  G 

énergie	
  de	
  fracture	
  

	
  dFel/dS	
  	
  >	

 Γ	



ouverture	
  d’un	
  trou	
  de	
  longueur	
  a	
  	
  
dans	
  un	
  plaque	
  mince	
  sous	
  contrainte	
  

ΔF
e

= −Cσ
2
∞

2E
a2 +Γa C	
  =	
  O(1)	
  

ac	
  
a	
  

F 
barrière	
  de	
  nucléa9on	
  

ac =
EΓ
Cσ

∞

2

ΔFc =
1
2
Γeac =

eEΓ2

2Cσ
∞

2



NATURE	
  ET	
  CONSÉQUENCES	
  DU	
  «	
  CRITÈRE	
  DE	
  GRIFFITH	
  »	
  

G	
  (σ∞,	
  a)	
  =	
  Γ (T,	
  V,	
  environnement,	
  …)	
  Au	
  seuil	
  :	
  

G «	
  energy	
  release	
  rate	
  »	
  	
  
	
  →	
  imposé	
  par	
  les	
  condi@ons	
  de	
  chargement	
  et	
  la	
  géométrie	
  du	
  système	
  

Γ  «	
  fracture	
  energy	
  »	
  
	
  → fixée	
  par	
  les	
  condi@ons	
  locales	
  en	
  tête	
  de	
  fracture	
  

NB1.	
  Les	
  critères	
  pra@ques	
  du	
  type	
  σ∞>	
  σc	
  (ou γ∞ >	
  γc)	
  ne	
  sont	
  pas	
  intrinsèques	
  	
  
(ils	
  dépendent	
  de	
  la	
  taille	
  du	
  système	
  et	
  du	
  mode	
  de	
  chargement)	
  	
  	
  

NB2.	
  Si	
  on	
  connaît	
  la	
  taille	
  et	
  la	
  forme	
  du	
  défaut,	
  	
  
le	
  calcul	
  de	
  G	
  se	
  réduit	
  à	
  la	
  résolu@on	
  du	
  pb	
  élas@que	
  (éléments	
  finis)	
  	
  	
  

NB3.	
  La	
  prédic@on	
  de	
  σc	
  pour	
  un	
  échan@llon	
  «	
  intact	
  »	
  est	
  encore	
  un	
  pb	
  ouvert.	
  
e.g.	
  critères	
  empiriques	
  sta@s@ques	
  :	
  probabilité	
  de	
  rupture	
  au	
  bout	
  de	
  ∆t	
  pour	
  une	
  charge	
  σ∞	



→	
  pour	
  déterminer	
  Γ	
  il	
  vaut	
  mieux	
  imposer	
  la	
  taille	
  et	
  la	
  forme	
  du	
  défaut	
  =	
  entaille	
  



UN	
  CAS	
  PRATIQUE	
  :	
  	
  
FRACTURE	
  D’UN	
  HYDROGEL	
  EN	
  GÉOMÉTRIE	
  «	
  PURE	
  SHEAR	
  »	
  

F

h+∆h	
  

•  longue	
  plaque	
  de	
  gel	
  L×h×e	
  (L>>h,	
  e)	
  
•  une	
  entaille	
  règle	
  la	
  ques@on	
  de	
  la	
  nucléa@on...	
  
•  reste	
  la	
  dynamique	
  de	
  croissance	
  du	
  crack	
  

→	
  Quel-­‐est	
  le	
  taux	
  de	
  res@tu@on	
  de	
  l’énergie	
  G	
  ?	
  	
  

[TB	
  et	
  al.]	
  	
  



dx	
  

→	
  densité	
  volumique	
  d’énergie	
  libre	
  élas@que,	
  w	
  ≈	
  uniforme	
  
→ énergie	
  relaxée	
  :	
  G e	
  dx	
  =	
  w	
  he	
  dx	
  	
  

⇒	
  G =	
  w×h	
  

-­‐dx	
  

–	
  ∞	
   +	
  ∞	
  



w ≈
1
Leh

Fdh
0

∆h

∫→	
  en	
  négligeant	
  les	
  effets	
  de	
  bords	
  on	
  mesure	
  

→	
  G =	
  w×h	
  uniforme	
  loin	
  des	
  extrémités	
  de	
  l’échan@llon...	
  	
  

→	
  dans	
  la	
  limite	
  de	
  l’élas@cité	
  linéaire	
  (∆h<<h)	
   w =
1
2
E* ∆h

h

!

"
#

$

%
&

2

E*	
  =	
  E/(1-­‐ν2)	
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G(∆h)	
  =	
  Γ(V)	
  ⇒	
  V	
  constante	
  
5%	
  géla@ne,	
  95%	
  eau-­‐glycérol	
  

[TB	
  et	
  al.	
  2006]	
  	
  



→	
  flux	
  d’énergie	
  élas@que	
  (G)	
  	
  
vers	
  la	
  	
  «	
  zone	
  de	
  process	
  »	
  où	
  elle	
  est	
  dissipée	
  (Γ)	
  =	
  puit	
  d’énergie.	
  	
  

INVARIANT	
  THERMODYNAMIQUE	
  

C 

x1	
  

x2	
  

S 
T	
  →	
  

n	
  →	
   Ti	
  =	
  σijnj	
  

cf.	
  e.g.	
  [Maugis]	
  

densité	
  d’énergie	
  libre	
  élas@que	
  
(élas@cité	
  pas	
  nécesst	
  linéaire)	
  

avec	
  

J = wn1− T1
∂u1
∂x1

− T2
∂u2
∂x1

#

$
%

&

'
(ds

C
∫

L’«	
  intégrale J	
  »	
  est	
  indépendante	
  du	
  contour	
  C	
  	
  	
  tracé	
  dans	
  le	
  volume	
  déformé	
  élas9quement	
  
et	
  entourant	
  la	
  tête	
  de	
  fracture	
  !	
  

hyp.	
  	
  :	
  propriétés	
  élas@ques	
  homogènes,	
  crack	
  //	
  x3	
  

w[εij(x1,x2)] = σ ij
0

εij

∫ dεij



J ×V = wVn1 −V T1
∂u1
∂x1

−T2
∂u2

∂x1

$

%
&&

'

(
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*

+
,
,

-

.
/
/
ds

C
∫

flux	
  d’énergie	
  élas@que	
   travail	
  des	
  forces	
  extérieures	
  au	
  système	
  

C fixe	
  dans	
  le	
  référen@el	
  de	
  la	
  tête	
  de	
  fracture	
  (x1,	
  x2)…	
  

jw =	
  wV	
  
→	
  →	
  

Exercice	
  :	
  «	
  en	
  pure	
  shear	
  »	
  retrouver	
  :	
  	
  	
  
Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-
être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est 
endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau 
le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez peut-
être supprimer l'image avant de la réinsérer.

dans	
  la	
  limite	
  ∆<<h	
  

J im	
  Rice,	
  Harvard	
  

flux	
  d’énergie	
  à	
  travers	
  C	
  :	
  

	
  ⇒	
  J s’idenHfie	
  au	
  taux	
  de	
  resHtuHon	
  de	
  l’énergie	
  G 

NB.	
  J	
  =	
  0	
  sur	
  un	
  contour	
  fermé	
  (i.e.	
  n’entourant	
  pas	
  la	
  tête	
  de	
  fracture)	
  

INTERPRÉTATION	
  	
  





QUEL	
  ATTRAIT	
  POUR	
  LE	
  PHYSICIEN	
  ?	
  

champ&de&déformations&:&ui=1…3

champ&de&déformations&:&εij =
1
2
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

#

$
%
%

&

'
(
(

champ&de&contraintes&(Hooke)&:&σ ij = 2µεij + λεkkδij

coefficients&de&Lamé&:&µ = E
2 1+ ν( )

&;&λ = Eν
1+ ν( ) 1−2ν( )

Newton&:&ρ∂ui
2

∂t2
=
∂σ ij

∂xj

UN	
  PROBLÈME	
  À	
  FRONTIÈRE	
  LIBRE	
  :	
  
>	
  cf.	
  Saffman-­‐Taylor,	
  croissance	
  cristalline(dendrites),	
  front	
  de	
  
réac@on,	
  flammes,	
  …	
  
>	
  la	
  fracture	
  définit	
  les	
  condi@ons	
  aux	
  limites	
  	
  
>	
  qui	
  en	
  retour	
  définissent	
  sa	
  forme	
  et	
  son	
  extension.	
  
>	
  instabilités,	
  paqerning,	
  …	
  

DEUX	
  PROBLÈMES	
  EN	
  UN	
  :	
  
>	
  à	
  «	
  grande	
  échelle	
  »,	
  essen@ellement	
  élas@que	
  
>	
  à	
  «	
  pe@te	
  échelle	
  »,	
  essen@ellement	
  non-­‐élas@que	
  

+	
  condiHons	
  aux	
  	
  limites.	
  

UN	
  SYSTÈME	
  HORS-­‐ÉQUILIBRE	
  
>	
  problème	
  à	
  seuil	
  
>	
  problème	
  de	
  croissance	
  	
  	
  

a	
  priori,	
  une	
  affaire	
  de	
  mécanicien…	
  

doigt	
  de	
  Saffman-­‐Taylor	
  

crack	
  dans	
  la	
  géla@ne	
  



L’APPROCHE	
  DU	
  MÉCANICIEN	
  :	
  ET	
  SI	
  ON	
  IDÉALISAIT	
  LE	
  PROBLÈME	
  ?	
  

1.	
  les	
  déforma@ons	
  sont	
  élas@ques	
  linéaires	
  presque	
  partout	
  
i.e.	
  sauf	
  dans	
  une	
  zone	
  (process	
  zone)	
  d’extension	
  négligeable	
  devant	
  la	
  taille	
  du	
  système	
  
	
  
2.	
  la	
  fracture	
  est	
  une	
  coupure	
  de	
  rayon	
  de	
  courbure	
  nulle	
  en	
  pointe	
  
NB.	
  l’intensifica@on	
  de	
  contraintes	
  y-­‐est	
  alors	
  infinie	
  (puits	
  d’énergie	
  élas@que).	
  

déchirure	
  d’un	
  bloc	
  d’extension	
  infinie	
  
champ	
  de	
  déforma@on	
  scalaire	
  u3(x1,	
  x2)	
  

«	
  fracture	
  en	
  mode	
  III	
  »	
  

x1	
  

x2	
  

x3	
  

UN	
  CAS	
  D’ÉCOLE…	
  

→	
  LINEAR	
  ELASTIC	
  FRACTURE	
  MECHANICS,	
  SMALL	
  SCALE	
  YIELDING	
  



x1	
  

x2	
  

x3	
  

RAPPEL	
  (CF.	
  LANDAU	
  D’ÉLASTICITÉ)	
  :	
  	
  
champ&de&déformations&:&ui=1…3

champ&de&déformations&:&εij =
1
2
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

#

$
%
%

&

'
(
(

champ&de&contraintes&(Hooke)&:&σ ij = 2µεij + λεkkδij

coefficients&de&Lamé&:&µ = E
2 1+ ν( )

&;&λ = Eν
1+ ν( ) 1−2ν( )

Newton&:&ρ∂ui
2

∂t2
=
∂σ ij

∂xj

SINGULARITÉ	
  DOMINANTE	
  EN	
  LEFM	
  

fonc@on	
  harmonique	
  à	
  2D	
  :	
  analyse	
  complexe	
  
∃	
  w(ζ =	
  x1+ix2)	
  analy9que	
  telle	
  que	
  u3	
  = µ-­‐1ℑ[w]	
  

→	
  w’	
  =	
  σ32	
  +	
  iσ31	
  	
  	
  

au	
  voisinage	
  de	
  l’origine	
  on	
  cherche	
  
w’	
  =	
  Aλ	
  ζλ,	
  imaginaire	
  pur	
  pour	
  θ	
  =	
  ±π	
  	
  

Aλ	
  réel	
  (cos λπ =	
  0)	
  ⇒ λ	
  =	
  … 	
  -­‐5/2 	
  -­‐3/2 	
  -­‐1/2 	
  1/2 	
  3/2 	
  …	
  	
  	
  

Aλ	
  imagaire	
  (sin λπ =	
  0)	
  ⇒ λ	
  =	
  …	
  -­‐2 	
  -­‐1 	
  0 	
  1 	
  2 	
  …	
  	
  	
  

crack	
  sta9onnaire	
  en	
  mode	
  III	
  

σ32(θ	
  =	
  ±π)	
  =	
  0	
   θ	


r	
  

crack	
  

u3(x1,	
  x2),	
  ε31, ε32,	
  σ31,	
  σ32	
  ≠	
  0	
  	
  
⇒	
  ∆u3	
  =	
  0	
  

σ3i	
  =	
  µ∂u3/∂xi	
  ;	
  ∂iσ3i	
  =	
  0	
  



•	
  les	
  termes	
  avec	
  λ >	
  0	
  ont	
  w’	
  →0	
  i.e.	
  σ32→0	
  	
  lorsque	
  r→0	
  
ils	
  ne	
  contribuent	
  donc	
  pas	
  à	
  la	
  rupture	
  

TERME	
  DOMINANT	
  AU	
  VOISINAGE	
  DE	
  LA	
  TÊTE	
  DE	
  FRACTURE	
  

•	
  la	
  densité	
  d’énergie	
  libre	
  élas@que	
  w	
  =	
  (σ31
2	
  +	
  σ32

2)/(2µ)	
  =	
  |w’|2/(2µ)	
  	
  	
  
doit	
  être	
  intégrable	
  lorsque	
  r→0	
  

ρ2λ

0

r

∫ 2πρdρ <∞⇒ 2λ +1≥ 0

en	
  notant	
  A	
  =	
  KIII/(2π)1/2	
  
σ31 =

KIII

2πr
sin(θ / 2)

σ32 =
KIII

2πr
cos(θ / 2)

$

%

&
&

'

&
&

~ 1
r

(KIII	
  :	
  stress	
  intensity	
  factor)	
  

champ	
  singulier	
  
d’énergie	
  intégrable	
  →	
  

•	
  Ouverture	
  du	
  crack	
  	
  :	
  ∆	
  =	
  u3	
  (+π)-­‐u3(-­‐π)	
  
Δ =

KIII

µ
r
2π

~ r pointe	
  parabolique	
  
→	
  

⇒	
  le	
  terme	
  dominant	
  est	
  λ =	
  -­‐1/2	
  

	
  λ	
  =	
  …	
  -­‐5/2 	
  -­‐3/2 	
  -­‐1/2 	
  1/2 	
  3/2 	
  …	
  	
  	
  

	
  λ	
  =	
  …	
  -­‐2 	
  -­‐1 	
  0 	
  1 	
  2 	
  …	
  	
  	
  



SIINGULARITÉS	
  EN	
  MÉCANIQUE	
  DES	
  MILIEUX	
  CONTINUS	
  

→  dès	
  qu’il	
  y	
  a	
  changement	
  de	
  c.l.	
  	
  de	
  u	
  =	
  0	
  à	
  ∇u	
  =	
  0	
  	
  

σ	
  =	
  h∇v	
  =	
  0	
  

vslip=	
  0	
  

EX.1	
  EXTRUSION	
  D’UN	
  FLUIDE	
  (E.G.	
  VISCOÉLASTIQUE)	
  

Moffat	
  (Re	
  =	
  0)	
  
σ	
  =	
  r-­‐1/2fvisc(θ)	
  +	
  Wi	
  r-­‐1	
  fel(θ)	
  

EX.2	
  FRONT	
  DE	
  GLISSEMENT	
  

u=0	
   σ≈0	
  

[TB	
  et	
  al.	
  2002]	
  	
  



QUESTION	
  DE	
  MODE	
  

mode	
  I	
  
opening	
  

mode	
  II	
  
in-­‐plane	
  shear	
  

mode	
  III	
  
out-­‐of-­‐plane	
  shear	
  

→	
  le	
  résultat	
  obtenu	
  en	
  mode	
  III	
  (dominance	
  du	
  terme	
  σ ~	
  r-­‐1/2)	
  est	
  général	
  
→	
  le	
  champ	
  de	
  contrainte	
  se	
  décompose	
  en	
  trois	
  termes	
  correspondants	
  aux	
  trois	
  symétries	
  possibles	
  	
  



•	
  Comment	
  déterminer	
  K	
  ?	
  	
  
	
  →	
  grâce	
  aux	
  condi@ons	
  aux	
  limites	
  (chargement)	
  

→	
  certes,	
  mais	
  le	
  terme	
  singulier	
  n’est	
  plus	
  dominant	
  à	
  grande	
  distance	
  du	
  crack	
  !	
  

LES	
  DEUX	
  INFINIS	
  

On	
  a	
  déterminé	
  la	
  solu@on	
  asympto@que	
  valable	
  :	
  
•	
  ni	
  trop	
  près	
  (σ	
  donc ε divergent	
  	
  et	
  l’élas@cité	
  linéaire	
  LEFM	
  n’est	
  plus	
  légi@me	
  –	
  	
  Process	
  Zone)	
  
•	
  ni	
  trop	
  loin	
  (on	
  a	
  gardé	
  le	
  terme	
  dominant	
  lorsque	
  r→0)	
  
On	
  suppose	
  donc	
  que	
  les	
  deux	
  échelles	
  extrêmes	
  sont	
  assez	
  éloignées	
  (Small	
  Scale	
  Yielding)	
  
	
  

⇒σ∝
K
2πr

•	
  Comment	
  faire	
  le	
  lien	
  entre	
  les	
  deux	
  infinis	
  (tête	
  de	
  fracture	
  et	
  système	
  mécanique)	
  ?	
  
	
  →	
  via	
  la	
  constance	
  du	
  flux	
  d’énergie	
  élas@que	
  

J = 1
E*

KI
2 +KII

2!
"

#
$+

1
2G

KIII
2 =G

NB.	
  En	
  LEFM	
  +	
  SSY	
  le	
  champ	
  singulier	
  est	
  essen@ellement	
  indépendant	
  	
  
du	
  détail	
  du	
  chargement	
  et	
  de	
  la	
  taille/forme	
  de	
  l’échan@llon	
  («	
  crack	
  autonomy	
  »)	
  	
  



SOLUTION	
  EXACTE	
  POUR	
  UN	
  CRACK	
  DANS	
  UNE	
  PLAQUE	
  MINCE	
  INFINIE	
  CHARGÉE	
  EN	
  MODE	
  III	
  

σ32 =
σ∞

1−exp(−2πx / h)
sur	
  l’axe	
  

Exercice	
  :	
  déterminer	
  	
  KIII	
  	
  
(i)  à	
  par@r	
  de	
  la	
  solu@on	
  	
  asympto@que	
  
(ii)  à	
  par@r	
  du	
  taux	
  de	
  res@tu@on	
  de	
  l’énergie	
  G(σ∞)	
  

→	
  transforma@on	
  conforme	
  dans	
  le	
  plan	
  complexe	
  ζ	
  de	
  la	
  demi-­‐bande	
  supérieure	
  en	
  demi-­‐plan	
  supérieur	
  	
  

h	
  



"	
  The	
  u9lity	
  of	
  elas9c	
  stress	
  analyzes	
   lies	
   in	
   the	
  similarity	
  of	
  near	
  crack	
  9p	
  stress	
  distribu9ons	
   for	
  all	
   crack	
  

configura9ons.	
  Presuming	
  devia7on	
  from	
   linearity	
   to	
  occur	
  only	
  over	
  a	
   region	
  that	
   is	
   small	
  compared	
  to	
  

geometrical	
   dimensions	
   (small-­‐scale	
   yielding),	
   the	
   elas9c	
   stress-­‐intensity	
   factor	
   controls	
   the	
   local	
  

deforma9on	
  field.	
  This	
  is	
  the	
  sense	
  that	
  two	
  bodies	
  with	
  cracks	
  of	
  different	
  size	
  and	
  with	
  different	
  manners	
  of	
  

load	
   applica9ons,	
   but	
   which	
   are	
   otherwise	
   iden9cal,	
   will	
   have	
   iden9cal	
   near	
   9p	
   deforma9on	
   fields	
   if	
   the	
  

stress	
  intensity	
  factors	
  are	
  equal.	
  Thus,	
  the	
  stress	
  intensity	
  factors	
  uniquely	
  characterizes	
  the	
  load	
  sensed	
  at	
  

the	
  crack	
  9p	
  in	
  situa9ons	
  of	
  small-­‐scale	
  yielding,	
  and	
  criteria	
  governing	
  crack	
  extension	
  for	
  a	
  given	
  local	
  load	
  

rate,	
  temperature,	
  environment,	
  sheet	
  thickness	
  (when	
  plane	
  stress	
  fracture	
  modes	
  are	
  possible),	
  and	
  history	
  

of	
  prior	
  deforma9on	
  may	
  be	
  expressed	
  in	
  terms	
  of	
  stress	
  intensity	
  factors	
  […]"	
  

J.R.	
  Rice,	
  in	
  Fracture,	
  H.	
  Liebowitz	
  (ed.),	
  vol.2	
  Academic	
  Press,	
  NY	
  (1968),	
  p191.	
  

NB.	
  le	
  facteur	
  d’intensité	
  des	
  contraintes	
  K	
  peut	
  se	
  calculer	
  numériquement	
  (éléments	
  finis)	
  



CRITÈRES	
  DE	
  PROPAGATION	
  (QUAND,	
  À	
  QUELLE	
  VITESSE,	
  OÙ	
  ?)	
  

V	
  
Γ0	
  

Γ	



G 

V(∆)	
  
•	
  Matériau	
  fragile	
  (briqle)	
  
ex.	
  verre	
  
	
  	
  
→  Γ(V)	
  ≈	
  Γ0	
  =	
  2γ 	

 	

 (γ	
  =	
  énergie	
  de	
  surface)	
  
	
  
→	
  G >	
  Γ0	
  ⇒	
  le	
  crack	
  accélère…	
  jusqu’à	
  quelle	
  vitesse	
  ?	
  	



ρ
∂ui

2

∂t2
=
∂σ ij

∂xj

σ∝Eε

&

'
(

)
(
⇒G(∆,V / c)

avec	
  c	
  =	
  (E/ρ)1/2	
  vitesse	
  du	
  son	
  

→  propaga@on	
  pour	
  G(∆)	
  >	
  Γ0	
  	
  (Griffith)	
  	
  
ou	
  K(∆)	
  >	
  K0	
  (Inglis)	
  
→  Crack	
  quasi-­‐sta@onnaire	
  :	
  G(∆)	
  =	
  G(V)	
  
cf.	
  géla@ne	
  
→  ∆	
  contrôle	
  la	
  vitesse	
  
→  origine	
  microscopique	
  de	
  Γ(V)	
  ?	
  

peut-­‐on	
  prédire	
  la	
  forme	
  de	
  G(V/c)	
  ?	
  

[GRIFFITH,	
  1920]	
  

γ	
  ≈	
  U0/a2	
  ≈	
  J/m2	
  



es@ma@on	
  de	
  l’énergie	
  libre	
  du	
  système	
  :	
  	
  

a	
  

σ∞	
  

Ftot

e
= −Cp

σ2
∞

2E
a2 +Γa +Ck

1
2
ρa2V2

a<ac	
  :	
  pas	
  de	
  propaga@on	
  
a>ac	
  :	
  Ftot	
  =	
  cte	
  =	
  Ftot	
  (ac)	
  

⇒ V = ρ
E

Cp

Ck

ε∞

Vlim
  

1− ac
a

&

'(
)

*+

en	
  mode	
  I,	
  un	
  calcul	
  exact	
  (LEFM)	
  prédit	
  en	
  fait	
  	
  
Vlim	
  =	
  cR,(<cS)	
  vitesse	
  des	
  ondes	
  de	
  Rayleigh	
  	
  	
  

exercice	
  :	
  reprendre	
  l’analyse	
  complexe	
  du	
  mode	
  III	
  en	
  gardant	
  le	
  terme	
  iner@el	
  et	
  
montrer	
  que	
  KIII(V)	
  =	
  KIII(V=0)(1-­‐V2/cS2)-­‐1/2	
  avec	
  cS	
  =	
  	
  √	
  (µ/ρ).	
  	
  

a	
  ac	
  

UNE	
  APPROCHE	
  EN	
  LOI	
  D’ÉCHELLES	
  DE	
  LA	
  	
  	
  «	
  FRACTURE	
  RAPIDE	
  »	
  



E	
  ~	
  100	
  kPa	
  
ρ	
  ≈	
  103	
  kg/m3	
  

cR	
  =	
  5.5	
  m/s	
  

TEST	
  EXPÉRIMENTAL	
  À	
  L’AIDE	
  D’UN	
  SOLIDE	
  «	
  MOU	
  »	
  

LEFM	
  +	
  SSY	
  
	
  est	
  quan@ta@vement	
  prédic@f	
  	
  

v = cR 1−
Γ

G(∆,)
#

$
%

&

'
(

et	
  au	
  delà	
  de	
  v/cR	
  =	
  0.95	
  ?	
  



INSTABILITÉ	
  OSCILLANTE	
  EN	
  FRACTURE	
  RAPIDE	
  (CF.	
  COURS	
  #3)	
  

→  mécanisme	
  de	
  l’instabilité	
  ?	
  
→  qu’est-­‐ce	
  qui	
  sélec@onne	
  λosc	
  ?	
  	
  

NB. λosc	
  n’est	
  pas	
  purement	
  géométrique…	
  



→	
  critère	
  de	
  sélec@on	
  du	
  chemin	
  de	
  fracture	
  ?	
  
	
  
→	
  échelles	
  de	
  longueur	
  en	
  mécanique	
  de	
  la	
  fracture	
  ?	
  



ECHELLES	
  DE	
  LONGUEUR	
  EN	
  MÉCANIQUE	
  DE	
  LA	
  FRACTURE	
  

•	
  remarque	
  #1	
  :	
  l’élasHcité	
  linéaire	
  est	
  une	
  théorie	
  sans	
  échelle	
  intrinsèque	
  	
  

→	
  con@nuum	
  :	
  on	
  ne	
  sent	
  plus	
  l’atome	
  (micro)	
  
→	
  ce	
  sont	
  les	
  condi@ons	
  aux	
  limites	
  (macro)	
  	
  
qui	
  fixent	
  l’échelle	
  de	
  varia@on	
  des	
  champs	
  (déforma@on,	
  contrainte)	
  	
  	
  

•	
  remarque	
  #2	
  :	
  le	
  champ	
  de	
  contrainte	
  singulier	
  (LEFM)	
  nécessite	
  un	
  cut-­‐off	
  à	
  peHte	
  échelle	
  	
  

→  plas@cité	
  (≠E)	
  
→  non-­‐linéarités	
  élas@ques	
  (≠L)	
  	
  	
  

rappel	
  :	
  le	
  credo	
  de	
  base	
  de	
  LEFM-­‐SSY	
  est	
  que	
  	
  
l’élas@cité	
  ET	
  la	
  linéarité	
  sont	
  mises	
  en	
  défaut	
  dans	
  la	
  MÊME	
  zone…	
  	
  	
  

humpf	
  !	
  voyons	
  cela…	
  



MODÈLE	
  DE	
  LA	
  ZONE	
  COHÉSIVE	
  

→	
  Proposé	
  (DUGDALE	
  1960-­‐BARENBLATT	
  1962)	
  
pour	
  régulariser	
  physiquement	
  la	
  divergence	
  en	
  tête	
  	
  

NB.	
  la	
  distribu@on	
  de	
  contrainte	
  localisée	
  génère	
  sa	
  propre	
  divergence,	
  de	
  signe	
  opposé	
  (tend	
  à	
  guérir	
  le	
  crack),	
  	
  
qui	
  peut	
  donc	
  compenser	
  la	
  divergence	
  LEFM	
  	
  en	
  r	
  =	
  0	
  (la	
  linéarité	
  du	
  pb	
  permet	
  d’ajouter	
  les	
  deux	
  termes).	
  
→  En	
  général	
  la	
  condi@on	
  d’annula@on	
  de	
  la	
  singularité	
  est	
  difficile	
  à	
  trouver	
  (pb.	
  à	
  fron@ère	
  libre)	
  
→  Pour	
  σ	
  =	
  σY	
  (zone	
  plas@que	
  de	
  Dugdale),	
  la	
  condi@on	
  de	
  régularisa@on	
  est	
  simplement	
  :	
  	
  

G	
  =	
  σY	
  ×	
  δmax	
  

→	
  Ceqe	
  rela@on	
  semble	
  si	
  raisonnable	
  thermodynamiquement	
  qu’elle	
  doit	
  être	
  plus	
  générale	
  que	
  cela…	
  

G = σ(u)du
0

δmax

∫Exercice	
  –	
  montrer	
  à	
  l’aide	
  de	
  l’intégrale J que	
  :	
   

~	
  K/√r	
  

dc	
  

δmax	
  

σY	
  

réponse	
  
non-­‐élas@que	
  σ22	
  



a	
  

σ∞	
  

x	
  

y	
  

σy(x,0) =
Kext +Kcoh

πa
x

x2 −a2
+σ∞ −

2σY

π
tan−1 c x2 −a2

x a2 − c2
%

&
'
'

(

)
*
*

Kext = σ∞ πa

Kcoh = −2
a
π
σY cos−1

c
a

Solu@on	
  exacte	
  LEFM	
  pour	
  un	
  crack	
  dans	
  une	
  plaque	
  infinie	
  :	
  	
  

Kext +Kcoh = 0⇒
dc

a
=2sin2 π

4
σ
∞

σY

%

&
'
'

(

)
*
*

⇒σyy(x,0)=σY −
2σY

π
tan−1 x2 −a2

xtan πσ
∞
/2σY( )

%

&

'
'

(

)

*
*

Condi@on	
  de	
  régularisa@on	
  en	
  tête	
  :	
  

dc << a ⇔σ
∞
<<σY ⇒σyy(x,0)=σY −

2σY

π
tan−1 x2 −a2

xπσ
∞
/2σY

'

(
)
)

*

+
,
,

Condi@on	
  de	
  Small	
  Scale	
  Yielding	
  :	
  

dc << x−a<< a⇒
x2 −a2

xπσ
∞
/2σY

>>1⇒σyy(x,0)=σ∞

a
2

1

x−a
=
Kext

2π
(x−a)−1/2

Où	
  l’on	
  retrouve	
  le	
  comportement	
  universel	
  :	
  

DANS	
  LE	
  DÉTAIL…	
  

σY	
  

dc	
  

a	
  c	
  



NB	
  Ceqe	
  approche	
  suppose	
  que	
  σY	
  <<	
  E	
  	
  i.e.	
  que	
  LEFM	
  est	
  valide	
  en	
  dehors	
  de	
  la	
  zone	
  cohésive.	
  
C’est	
  une	
  bonne	
  approxima@on	
  pour	
  les	
  métaux.	
  	
  	
  

Ce	
  n’est	
  pas	
  toujours	
  le	
  cas	
  (ex.	
  hydrogels,	
  élastomères)	
  

Ces	
  solides	
  se	
  rigidifient	
  fortement	
  pour	
  des	
  é@rements	
  ≈	
  100%,	
  i.e.	
  	
  σ ~	
  E.	
  

•	
  verre	
  :	
  Γ	
  ≈	
  1	
  J/m2,	
  E	
  ≈	
  100	
  GPa	
  ⇒	
  L	
  ≈	
  10-­‐11	
  m,	
  évidemment	
  non-­‐per@nent	
  	
  

•	
  hydrogel	
  	
  :	
  	
  Γ	
  >	
  1	
  J/m2,	
  E	
  ≈	
  10	
  kPa	
  ⇒	
  L	
  >	
  10-­‐4	
  m	
  

→	
  Dans	
  la	
  limite	
  où	
  SSY	
  reste	
  légi@me	
  :	
  	
  σY	
  ≈	
  K/√dc	
  	
  avec	
  K2	
  =	
  ΓE	
  

⇒ dc ≈
Γ

E
E
σY

%

&
''

(

)
**

2
NB.	
  dc	
  indépendant	
  de	
  la	
  taille	
  du	
  système	
  
(autonomie	
  de	
  la	
  zone	
  de	
  process	
  SSY)	
  	
  

EXTENSION	
  DE	
  LA	
  ZONE	
  COHÉSIVE	
  ET	
  ZONE	
  DE	
  FAILLITE	
  DE	
  LEFM	
  

⇒ L ≈
Γ

E

Cela	
  fixe	
  une	
  nouvelle	
  distance	
  L	
  :	
  E	
  ≈	
  K/√L	
  	
  	
  	
  	
  	
  



EMOUSSEMENT	
  ÉLASTIQUE	
  (ELASTIC	
  BLUNTING)	
  

plaque	
  mince	
  élas@que	
  

a	
  

σ∞	
  

σmax	
  ≈	
  E	
  

→	
  Cut-­‐off	
  géométrique	
  :	
  
σmax	
  =	
  KI/√R	
  ≈	
  E	
  

→	
  l’émoussement	
  tue	
  l’effet	
  de	
  pointe	
  

→	
  paradoxe	
  :	
  un	
  matériau	
  avec	
  σY	
  >>	
  E	
  serait	
  «	
  incassable	
  »	
  !?	
  	
  	
  

qu’en	
  est-­‐il	
  dans	
  la	
  vraie	
  vie	
  ?	
  

→  Il	
  faut	
  abandonner	
  l’hypothèse	
  d’élas@cité	
  linéaire	
  	
  
→  au	
  voisinage	
  (r<L)	
  de	
  la	
  pointe.	
  	
  
→	
  le	
  module	
  pe@tes	
  déforma@ons	
  E	
  n’est	
  plus	
  per@nent.	
  	
  

→	
  il	
  faut	
  imaginer	
  que	
  Eeff	
  (>	
  σY	
  )	
  >>	
  E	
  («	
  strain	
  hardening	
  »)	
  

→  Rayon	
  de	
  courbure	
  de	
  la	
  pointe	
  :	
  
	
  

	
   	
  	
  R	
  ≈	
  (KI/E)2	
  ≈	
  G	
  /E	
  =	
  L 	
  	
  	
  

LEFM	
  :	
  G	
  ≈	
  σ∞2/2E	
  ×	
  a	
  	
  ;	
  KI	
  ≈	
  √(GE)	
  ;	
  	
   Δ ≈ KI

E
r

[Hui	
  et	
  al.	
  2003]	
  	
  	
  

[Suo	
  et	
  al,	
  Nature	
  2012]	
  



NB.	
  LA	
  FRACTURE	
  N’EST	
  PAS	
  LE	
  SEUL	
  MODE	
  DE	
  RUPTURE	
  POSSIBLE…	
  

«	
  émoussement	
  plas@que	
  »	
  d’une	
  fracture	
  dans	
  une	
  plaque	
  de	
  feutre	
  
La	
  fracture	
  ne	
  se	
  propage	
  pas.	
  Le	
  feutre	
  se	
  décohère	
  en	
  volume.	
  
«	
  Large	
  Scale	
  Yielding	
  »	
  extrème.	
  	
  



UN	
  CAS	
  PRATIQUE	
  :	
  LA	
  ZONE	
  COHÉSIVE	
  DANS	
  UN	
  GEL	
  PHYSIQUE	
  	
  

GÉLATINE	
  :	
  chaînes	
  polypep@diques	
  résultant	
  de	
  la	
  dénatura@on	
  du	
  collagène	
  

→	
  gel	
  thermoréversible	
  obtenu	
  par	
  renatura@on	
  par@elle	
  des	
  triple-­‐hélices	
  na@ves	
  

→	
  solide	
  (poro-­‐)élas@que	
  :	
  réseau	
  fortement	
  hydraté	
  (95%	
  de	
  solvant)	
  	
  

→	
  archétype	
  d’une	
  classe	
  de	
  matériaux	
  :	
  «	
  gels	
  physiques	
  »	
  (géla@ne,	
  alginate,	
  pec@ne,	
  …)	
  

→	
  Les	
  zones	
  de	
  ré@cula@on	
  (hélices)	
  jouent	
  le	
  rôle	
  de	
  «	
  fusibles	
  mécaniques	
  »	
  .	
  
	
  Rompre	
  =	
  dézipper	
  et	
  extraire	
  les	
  chaînes	
  sans	
  les	
  couper	
  	
  
	
  (≠	
  gels	
  «	
  chimiques	
  »	
  à	
  ré@cula@on	
  covalente)	
  

ξ	
  ≈	
  10	
  nm	
  

CHIMIQUE	
   PHYSIQUE	
  



Γ
	
  (J
.m

-­‐2
)	
  

Γ
	
  (J
.m

-­‐2
)	
  

V	
  →	
  ηV	
  	
  

viscosité η 	


du	
  solvant	
  

dΓ
d(ηV)

∝106 (!



V

liens	
  physiques	
  	
  
(FUSIBLES	
  MÉCANIQUES)	
  

ξ	
  
≈	
  
10
	
  n
m
	
  

≈	
  
10
0	
  
nm

	
  

Λ	
  ≈	
  1µm	
  

FROTTEMENT	
  VISQUEUX	
  

réseau	
  	
  
hydraté	
  

zone	
  	
  
de	
  process	
  

tête	
  	
  
de	
  fracture	
  

hydrogel	
  

DUGDALE	
  

Γ	
  =	
  σY	
  ×	
  δmax	



ici	
  :	
  δmax	
  ≈	
  Λ  (longueur	
  de	
  la	
  chaîne	
  é@rée)	
  

et	
  :	
  σY	
  =	
  (funzip	
  +	
  fvisco)/ξ2	
  	
  

MODÉLISATION	
  DE	
  LA	
  «	
  ZONE	
  COHÉSIVE	
  »	
  

→	
  reste	
  à	
  es@mer	
  les	
  forces	
  sur	
  les	
  chaînes…	
  



FORCE	
  MOYENNE	
  SUR	
  LES	
  CHAÎNES	
  

a	
  

Ubond	
  

-­‐funzip	
  

funzip	
  

•	
  dézippage	
  de	
  la	
  triple	
  hélice	
  

→	
  funzip	
  ≈	
  Ubond/a	
  

→	
  fvisco	
  ≈	
  η(vpull-­‐out/ξ)	
  2πξΛ	



fvisco	
  

ξ	
  

•	
  extrac@on	
  hors	
  de	
  la	
  matrice	
  

→	
  vpull-­‐out	
  =	
  V	
  du/dx|@p	
  =	
  αV	
  	
   	
  (α ≈ Λ/dc	
  >>1)	
  	
  

V	
  

vpull-­‐out	
  

Λ	


dc	
  

•	
  vitesse	
  d’extrac@on	
  



Γ
	
  (J
.m

-­‐2
)	
  

in	
  	
  fine…	
  

FACTEURS	
  D’AMPLIFICATION	
  ET	
  ORDRES	
  DE	
  GRANDEUR	
  

Γ(V)=
Ubond

ξ2
Λ

a
Nmonomères>>1


+α' Λ
ξ

%

&
'

(

)
*

2

>>1
 

ηV

Chacun	
  des	
  Λ/a	
  monomères	
  	
  
est	
  à	
  même	
  de	
  passer	
  la	
  barrière	
  Ubond	
  
L’énergie	
  élas@que	
  NmonomèresUbond	
  stockée	
  dans	
  la	
  chaîne	
  	
  
n’est	
  pas	
  récupérable.	
  	
  

Γ0	
  ≈	
  1	
  J/m2	
  	
  
(idem	
  verre)	
  

et	
  pourtant…	
  
il	
  y	
  a	
  95%	
  d’eau	
  dans	
  le	
  gel	
  !	
  

∆Γvisc	
  ≈	
  106	
  ηV	
  
devient	
  rapidement	
  >>	
  Γ0	
  	
  

Λ	
  est	
  la	
  longueur	
  de	
  contour	
  du	
  polymère	
  
ξ	
  est	
  la	
  taille	
  de	
  la	
  pelote	
  sta@s@que	
  

ξ
	
  	
  

Λ	
  

géla@ne	
  à	
  5%	
  
Γ0	
  ≈	
  0.6	
  J/m2	
  

Ubond	
  ≈	
  0.2	
  eV	
  (2H-­‐bonds)	
  
ξ	
  ≈	
  10	
  nm	
  
a	
  ≈	
  0.3	
  nm	
  
Λ	
  =	
  600	
  nm	
  

σ0	
  ≈	
  1	
  MPa	
  >>	
  E	
  (KBT/ξ3	
  ≈	
  10	
  kPa)	
  	
  	
  

configura9on	
  propice	
  à	
  l’émoussement	
  élas9que	
  



Naficy	
  et	
  al.	
  

1µm	
  

1Å	
  

1mm	
  

1cm	
  
Γ/E	
  



ESTIMATION	
  EXPÉRIMENTALE	
  DE	
  LA	
  TAILLE	
  DE	
  LA	
  ZONE	
  COHÉSIVE	
  
HIERARCHIE	
  DES	
  ÉCHELLES	
  DE	
  LONGUEUR	
  

géla@ne	
  +	
  glycérol	
  

eau	
  pure	
  
zone	
  rincée	
  	
  
par	
  diffusion	
  	
  
du	
  glycérol	
  

ddiff	
  

Γ
	
  (J
.m

-­‐2
)	
  

épaisseur	
  de	
  peau	
  :	
  ddiff	
  ≈	
  	
  Dgly/eau/V	
  

ddiff	
  (V1)	
  ≈	
  dc	
  
ddiff	
  (V2)	
  ≈	
  ξ	



	
  ⇒	
  	
  dc	
  	
  =	
  	
  ξ	
  V2/V1	
  ≈	
  100	
  	
  nm	
  
	

α	
  ≈ Λ/dc	
  ≈	
  10	
  	
  

L	
  =	
  Γ/E	
  ≈	
  100	
  µm	
  –	
  10	
  mm	
   a	
  	
  <	
  	
  ξ  <	
  	
  dc	
  	
  <	
  	
  Λ  <	
  	
  	
  L  <	
  	
  	
  h	
  
nm	
   10	
  nm	
   100	
  nm	
   µm	
   mm	
   cm	
  



1	
  

1	
  
1	
  

λ1	
  

λ3	
  

λ2	
  

x’=φ(x,	
  t)	
  

Fij	
  =	
  ∂iφj	
  =δij	
  +	
  ∂iuj	
  	
  

Sij	
  =	
  ∂W/∂Fij	
  	
  

S3	
  =	
  f3/(1×1)	
  nominal	
  stress	
  
T3	
  =	
  f3/(λ1λ2)	
  true	
  stress	
  

CE	
  QUE	
  L’ÉLASTICITÉ	
  NON-­‐LINÉAIRE	
  CHANGE	
  À	
  LA	
  MÉCANIQUE	
  DE	
  LA	
  FRACTURE	
  

WH(λ1,λ2) =
E
2
ε1
2 + ε

2

2 + ε
3

2#$ %&

ε1+ ε2 + ε3 = 0

n solide	
  «	
  néo	
  hookéen	
  »	
  

J =GV = [(W +
C∫

1
2
ρ∂tui∂tuj)Vnx +Sijnj∂tui ]dC

WNH(λ1,λ2) =
µ
2
λ1
2 + λ

2

2 + λ
3

2 − 3#$ %&

λ1λ2λ3 =1

� solide	
  linéaire	
  hookéen	
  

εyy	
  <	
  0.2	
  

[Fineberg	
  &	
  Bouchbinder,	
  2014]	
  	
  



L’ÉCART	
  AU	
  PROFIL	
  LEFM	
  DÉFINIT	
  UNE	
  LONGUEUR	
  



COHÉRENCE	
  ENTRE	
  LES	
  DIFFÉRENTES	
  LONGUEURS	
  



QUE	
  DEVIENT	
  LE	
  CHAMP	
  DE	
  CONTRAINTE	
  EN	
  TÊTE	
  ?	
  

champ	
  asympto@que	
  (r	
  <<	
  L)	
  ,	
  quasi-­‐sta@que,	
  	
  
pour	
  un	
  solide	
  néo-­‐hookéen	
  (Geubelle	
  &	
  Knauss,	
  1994)	
  

vs.	
  	
  

→	
  Le	
  champ	
  de	
  contrainte	
  (vraie)	
  en	
  tête	
  devient	
  essen@ellement	
  uniaxial	
  

→	
  La	
  pointe	
  reste	
  parabolique	
  

G = µh λa −
1
λa

#

$
%

&

'
(

2

calcul	
  par	
  éléments	
  finis,	
  [Hui	
  2008]	
  

G/E≈	
  10-­‐2	
  h	
  
avec λa	
  =	
  ∆/h	
  



UNE	
  SOURCE	
  D’INSTABILITÉ	
  DE	
  BRANCHEMENT	
  ?	
  	
  

/µ	
  



viscosité	
  bulk	
  :	
  11	
  cP	
  

INSTABILITÉ	
  EXPLOSIVE	
  DÉCLANCHÉE	
  PAR	
  UNE	
  GOUTTE	
  D’EAU…	
  

[TB	
  et	
  al.	
  2010]	
  	
  

ηgouqe	
  	
  <≈	
  η	
  bulk	
   ηgouqe	
  <<	
  η	
  bulk	
  

stable	
   instable	
  

au	
  voisinage	
  du	
  seuil,	
  cracks	
  secondaires	
  avortés	
  



G = βE = Γ0 + γηbranch
d
dt

β ≈	
  E/Eeff	
  <<	
  1	
  

0 > c =
Γ0

βE
⇒ (t) = 0 exp

t
τ

τ	
  =γηbranch/βE	
  	



instabilité	
  (convec@ve)	
  	
  
si	
  τ	
  <	
  L/V	
  i.e.	
  si	
  ηbranch/η@p	
  >	
  β	
  	
   	
  	
  	
  

NB.	
  ηbranch	
  ≈	
  ηdrop	
  
mais	
  η@p=	
  ηbulk	
  f(V/Ddc)	
  dépend	
  non-­‐trivialement	
  de	
  V.	
  	
  

les	
  résultats	
  sont	
  compa@bles	
  avec	
  β	
  ≈	
  0.3	
  i.e.	
  
à	
  ceqe	
  distance	
  (≈	
  L/10)	
  le	
  strengthening	
  n’est	
  peut	
  être	
  pas	
  très	
  important	
  	
  	
  	
  

0 > c = 3Γ0 / E ≈ 200 µm

branches	
  avortées	
  

L	
  ≈	
  mm	
  



INSTABILITÉS	
  DE	
  CHEMINS	
  DE	
  FRACTURE	
  

oscilla@ons,	
  fragmenta@ons…	
  



UNE	
  INSTABILITÉ	
  INHABITUELLE	
  
DE	
  CHEMIN	
  DE	
  FRACTURE	
  

→	
  pour	
  un	
  crack	
  ver@cal	
  dans	
  de	
  la	
  géla@ne,	
  
la	
  gravité	
  joue	
  un	
  rôle	
  !	
  	
  

→	
  G(∆)	
  =	
  Γ(V)	
  ne	
  suffit	
  pas	
  à	
  prédire	
  le	
  trajet	
  du	
  crack	
  

g	
  

→	
  En	
  LEFM,	
  l’orienta@on	
  du	
  crack	
  doit	
  être	
  déterminée	
  par	
  les	
  Ki	
  :	
  	
  

en	
  pra@que	
  :	
  KII	
  =	
  0	
  (critère	
  de	
  «	
  symétrie	
  locale	
  »)	
  

[	
  Goldstein	
  &	
  Salganik,1974]	
  

[TB	
  et	
  al.	
  inédit]	
  	
  



ux(y)

εxy =
1
2
dux(y)
dy

σxy = 2µεxy
dσxy

dy
+ρg = 0⇒σxy = −ρgy

→	
  champ	
  de	
  contrainte	
  en	
  l’absence	
  de	
  fracture	
  dû	
  à	
  la	
  gravité	
  

→  le	
  cisaillement	
  (KII)	
  est	
  bien	
  déstabilisant	
  (stabilisant)	
  	
  
pour	
  une	
  fracture	
  décentrée	
  	
  se	
  propageant	
  vers	
  le	
  bas	
  (haut)	
  

NB.	
  pour	
  déterminer	
  la	
  trajectoire	
  du	
  crack	
  	
  
il	
  faudrait	
  calculer	
  KII	
  en	
  sa	
  présence...	
  

y	
  

x	
  

g	
  

→	
  pour	
  fixer	
  les	
  idées	
  :	
  on	
  calcule	
  la	
  direc@on	
  principale	
  
d’ouverture	
  en	
  (x,	
  y)	
  en	
  l’absence	
  de	
  crack.	
  Si	
  le	
  crack	
  suivait	
  ceqe	
  
direc@on	
  on	
  aurait	
  :	
  

dYtip

dx
= sgn(V) ρg

σyy

Ytip ⇒ Ytip(x) = Y0 exp sgn(V) x
Ξ

%

&'
(

)*
!avec!Ξ =

σyy

ρg

•  géla@ne	
  :	
  σyy	
  ≈	
  1kPa	
  ⇒	
  	
  Ξ ≈	
  10	
  cm	
  (échelle	
  du	
  labo)	
  
•  roche	
  :	
  σyy	
  ≈	
  100	
  MPa	
  ⇒	
  Ξ ≈	
  10	
  km	
  (échelle	
  géologique)	
  	
  

MÉCANISME	
  DE	
  L’INSTABILITÉ	
  GRAVITATIONNELLE	
  



INSTABILITÉ	
  OSCILLANTE	
  EN	
  FRACTURE	
  DIRECTIONNELLE	
  
[O.	
  Ronsin,	
  Thèse	
  (1996)]	
  

→	
  l’ensemble	
  du	
  phénomène	
  est	
  compa@ble	
  avec	
  un	
  critère	
  quasi-­‐sta@que	
  KII	
  =	
  0	
  

KI>0	
  

KI<0	
  

KI≈0	
  
λosc	
  ~	
  Losc	
  

→ λ est	
  géométrique	
  
	
  et	
  macroscopique	
  



INSTABILITÉ	
  OSCILLANTE	
  EN	
  FRACTURE	
  RAPIDE	
  
[LIVNE,	
  BEN-­‐DAVID,	
  FINEBERG,	
  PRL	
  98]	
  

Gels	
  chimiques	
  (fragiles)	
  de	
  polyacrylamide,	
  ultra-­‐minces	
  

→	
  λ	
  ne	
  semble	
  pas	
  être	
  purement	
  géométrique	
  
→	
  on	
  a	
  vu	
  que	
  λ	
  ~	
  L 



∂θ
∂t
= f(KI,KII)

θ(t)	
  
t	
  n	
  

milieu	
  isotrope	
  

INSTABILITÉ	
  DYNAMIQUE	
  ET	
  PERTINENCE	
  DE	
  LA	
  LONGUEUR	
  NON-­‐LINÉAIRE	
  L 

	
  →	
  écrire	
  des	
  équa@ons	
  du	
  mouvement	
  du	
  crack	
  qui	
  préservent	
  son	
  autonomie	
  :	
  	
  	
  

→  expression	
  la	
  plus	
  simple	
  pour	
  f,	
  	
  
respectant	
  les	
  symétries	
  du	
  problème	
  	
  
et	
  prenant	
  en	
  compte	
  une	
  échelle	
  de	
  longueur	
  mésoscopique	
  L	
  :	
  

 f ≅KII[

rtip(t)] = V

L
 
KII

Kc

→	
  en	
  quasista@que	
  :	
  	
  
∂θ
∂s

=
1
L
KII

KI

on	
  observe	
  généralement	
  que	
  ∂θ/∂s	
  ≈	
  1/L	
  (macro)	
  d’où	
  KII/KI	
  ≈	
  L/L	
  <<	
  1(LEFM)	
  compa@ble	
  avec	
  KII	
  =	
  0	
  

→  en	
  dynamique	
  :	
  le	
  champ	
  élas@que	
  met	
  un	
  certain	
  temps	
  à	
  s’adapter	
  (vitesse	
  du	
  son	
  c	
  finie)	
  	
  
	
  
Hyp.	
  
→	
  KII(t)	
  correspond	
  au	
  champ	
  en	
  r@p(t)	
  calculé	
  par	
  LEFM	
  lorsque	
  le	
  crack	
  était	
  en	
  r@p(t-­‐τd)	
  	
  
avec	
  τd	
  =	
  L/c,	
  où	
  c	
  ≈	
  cS	
  

[E.	
  Bouchbinder,	
  Phys.	
  Rev.	
  E	
  2009]	
  	
  

∂

rtip
∂t

= V(KI ,KII)

t



NB.	
  KI	
  et	
  KII	
  doivent	
  être	
  calculés	
  en	
  présence	
  du	
  crack	
  perturbé	
  	
  
→  les	
  interac@ons	
  élas@ques	
  sont	
  à	
  longue	
  portée	
  :	
  	
  
→  	
  la	
  perturba@on	
  con@ent	
  des	
  termes	
  non	
  locaux	
  [Movchan	
  &	
  Wilis]	
  

θ(t)	
  

milieu	
  isotrope	
  

L 

θ(t-­‐τd)	
  

pour	
  un	
  front	
  peu	
  perturbé	
  par	
  rapport	
  au	
  plan	
  et	
  en	
  laissant	
  tomber	
  le	
  terme	
  non-­‐local…	
  



→	
  in	
  fine	
  on	
  trouve,	
  au	
  premier	
  ordre	
  en	
  θ,	
  une	
  rela@on	
  de	
  la	
  forme	
  :	
  	
  

dθ
dt

= −
V
L
A(V)θ(t)−B(V)θ(t − τd)[ ]

→  on	
  étudie	
  la	
  stabilité	
  linéaire	
  du	
  crack	
  rec@ligne	
  (KII	
  =	
  0)…	
  	
  	
  	
  
	
  θ(t)	
  =	
  Θ	
  exp	
  iωt	
  	
  avec	
  Θ <<	
  1	
  et	
  ω	
  complexe	
  tel	
  que	
  ℜ(ω)	
  =2π	
  V/λ	



iωτd = −
V
c
A(V)−B(V)exp(−iωτd)[ ]

→	
  une	
  instabilité	
  oscillante	
  (ℑ(ω)	
  <	
  0	
  et	
  ℜ(ω)≠0)	
  apparaît	
  pour	
  V	
  >	
  Vc	
  =	
  0.77	
  cs	
  	
  

(dépend	
  peu	
  des	
  caractéris@ques	
  du	
  matériau)	
   	
  Vc
exp	
  =	
  0.87	
  cs	
  	
  

→	
  la	
  période	
  des	
  oscilla@ons	
  au	
  seuil	
  est	
  λc	
  =	
  2π/ℜ(ωτd)c	
  Vcτd	
  	
  ≈	
  L	
  	
  



FRAGMENTATION	
  D’UN	
  FRONT	
  DE	
  FRACTURE	
  EN	
  MODE	
  MIXTE	
  I	
  +	
  III	
  	
  

TB	
  :	
  Pointe	
  du	
  Bile	
  (Morbihan)	
   D.	
  Pollard	
  :	
  Valley	
  of	
  Fire	
  State	
  Park	
  	
  
(Southern	
  Nevada)	
  

E.	
  Sommer,	
  forma9on	
  of	
  fracture	
  ‘lances’	
  in	
  glass	
  (1969)	
  

«	
  ÉCHELON	
  CRACKS	
  »	
  

GRANITE	
   GRÈS	
   VERRE	
  

2	
  mm	
  

20	
  cm	
  

2	
  m	
  


